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Antiikin Kreikassa tehtiin merkittava
ja yllattava matemaattinen 16yt6,
jonka monet uskovat aiheuttaneet
matemaattisen kriisin. Tarinoiden
mukaan kyse oli niin jarisyttavasta
asiasta, etta keksinnoén tekija tapettiin.
Matematiikan historian mullistukset
liittyvat tyypillisesti matemaattisen
tiedon suhteellistumiseen, ja siita

tassakin on kyse.

Kreikkalaiset matemaatikot havaitsivat ilmion,
joka tunnetaan yhteismitattomuutena: ei ollut
mitdan universaalia mittatikkua, "kaiken mit-
taa”, jonka avulla kaikki geometriset pituudet
voisi ilmaista helposti. Tama hankaluus johtui
irrationaalilukujen olemassaolosta, josta antii-
kin matemaatikot eivat olleet aiemmin olleet
tietoisia. Yhteismitattomuuden tajuaminen ta-
pahtui kasi kddessa irrationaalilukujen 16ytymi-
sen kanssa.

Irrationaaliluvulla tarkoitetaan lukua, jota
ei voi esittaa kahden kokonaisluvun osamaara-
na (kokonaislukuja ovat tavalliset, lukumé&aria
kuvaavat luvut O, 1, 2, 3, 4, ja niin edelleen, seka
niiden vastaluvut -1, -2, -3, -4, ja niin edelleen).
Rationaalilukuja puolestaan ovat ne luvut, jotka
saadaan kahden kokonaisluvun osamaarana.
Esimerkiksi %2 (puoli), % (kolme neljdsosaa) ja
2 (eli 2/1) ovat rationaalilukuja.

Ennenyhteismitattomuuden hahmottamis-
ta kreikkalaiset ajattelivat, ettd kaikki suureet
voitiin ilmaista kokonaislukujen avulla. Ratio-
naaliluvut olivat implisiittisesti mukana heidén
ajattelussaan kokonaislukujen vélisina suhteina.
Esimerkiksi lukua % voi ajatella yhden suhteena
kahteen ja lukua % kolmen suhteena neljaan.

PLATON JA ARISTOTELES, ATEENAN KOULU,
YKSITYISKOHTA. RAFFAELLO SANZIO 1509.
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Geometriassa tdma uskomus tarkoitti sit3,
ettd jos valittiin jokin mittatikku (sen saattoi va-
lita minka pituiseksi tahansa), niin minka tahan-
sa pituuden saattoi ilmaista suhteessa siihen.
Toisin sanoen tarkasteltavan pituuden suhde
mittatikkuun oli jokin rationaaliluku. Jos tama
suhde oli esimerkiksi 34, tarkoitti se, ettd tarkas-
teltava pituus oli % kertaa mittatikun mittainen,
eli se saatiin mittaamalla ensin kolme kertaa
mittatikun pituus ja ottamalla lopuksi neljasosa
saadusta pituudesta.

Kun jokin pituus voidaan ilmaista talla
tavoin kertomalla toista pituutta rationaalilu-
vulla, sanotaan, ettd pituudet ovat keskendan
yhteismitallisia. Ennen yhteismitattomuuden
I6ytymista kreikkalaiset uskoivat, etta kaikki pi-
tuudet olivat keskenaan yhteismitallisia. Se tar-
koitti, ettd minka tahansa pituuden saattoi valita
universaaliksi mittatikuksi. N&in ei kuitenkaan
tosiasiassa ollut, ja kreikkalaiset matemaatikot
kasittivat sen loytdessdan yhteismitattomuu-
den, eli tajutessaan, etta oli olemassa pituuksia,
jotka eivat olleet keskendan yhteismitallisia.
Tallaisia pituuksia sanotaan yhteismitattomiksi.

Yksinkertaisimman esimerkin yhteismi-
tattomista pituuksista tarjoavat nelion sivu ja



=

KUVA 1

PYTHAGORAAN LAUSEEN MUKAAN
SUORAKULMAISEN KOLMION PISIMMAN
SIVUN (HYPOTENUUSAN) NELIO (ELI
TOINEN POTENSSI) ON KAHDEN LYHEMMAN
SIVUN, ELI KATEETTIEN, NELIOIDEN (ELI
TOISTEN POTENSSIEN) SUMMA. TOISIN
SANOEN c2 = a2 + b2

KUVA 2
KUN SOVELLETAAN PYTHAGORAAN
LAUSETTA KUVAN NELION SIVUJEN JA

HALKAISIJAN MUODOSTAMAAN KOLMIOON,

SAADAAN
X2 = 12412 = 2, ELI

X2 =2,

TASTA SAADAAN HALKAISIJAN PITUUDEKSI
X =V2

saman nelién halkaisija. Jos valitaan jokin mit-
tatikku ja piirretaan neli6, jonka sivu on tuon
mittatikun pituinen, ei nelion halkaisijaa voi
esittda helposti mittatikun avulla (tdssa yhte-
ydessa "helposti” esittdaminen tarkoittaa sita,
ettd halkaisijan pituus saataisiin kertomalla
mittatikun pituus jollakin rationaaliluvulla). Jos
nelién sivun pituus on rationaaliluku, niin hal-
kaisijan pituus on irrationaaliluku. Esimerkiksi
sivun pituuden ollessa 1 on halkaisija luvun 2
nelidjuuri ( = 1,41421356...), joka on irrationaa-
liluku (tdma saadaan laskettua Pythagoraan
lauseesta, jonka mukaan suorakulmaisen kol-
mion pisimman sivun, eli hypotenuusan nelié on
kahden lyhemman sivun, eli kateettien nelididen
summa; ks. kuvat 1ja 2).

Yhteismitattomuus tuotti paljon paanvai-
vaa kreikkalaisille matemaatikoille. Yhteismitat-
tomuus oli nimittdin huomioitava geometrisissa
paattelyissd, mika teki niistd vaikeampia. Kyse
ei kuitenkaan valttamatta ollut sellaisesta pe-
rustavanlaatuisesta matemaattisesta kriisista,
jollaisena yhteismitattomuus usein esitetaan.

Liioiteltu kriisi?

Eitiedetd tarkkaan, milloin yhteismitattomuusja
irrationaaliluvut 16ydettiin. Yksi varhaisimmis-
ta maininnoista yhteismitattomuudesta [6ytyy
kuuluisan filosofi Platonin (n. 429-327 ennen
ajanlaskun alkua) teoksesta Theaitetos, joka
lienee kirjoitettu 300-luvun eaa. puolivalissa.
Matemaattisen lapimurron on siis taytynyt ta-
pahtua ennen sita. Ei kuitenkaan ole yksimieli-
syytta siitd, paljastuiko yhteismitattomuus ma-
temaatikoille 300- vai 400-luvulla eaa.
Epaselvaa on myos, kuka keksinnon teki.
Legendoissa se liitetdan yleensd pythago-



ralaisiin - salaseuraan ja filosofiseen koulu-
kuntaan, joka harjoitti lukumystiikkaa ja pe-
rimatiedon mukaan matematiikkaa.
Koulukannan perustajaa, Pythagorasta, on pe-

myds

rinteisesti pidetty matemaatikkona, mutta osa
tutkijoista kyseenalaistaa taman nakemyksen.
Heidan mukaansa Pythagoras oli pikemminkin
mystikko eika tehnyt matemaattisia keksintgja.
Pythagoraan mukaan nimettyd suorakulmai-
sia kolmioita koskevaa Pythagoraan lausetta-
kaan ei nykyaan yleisesti pidetd Pythagoraan
saavutuksena.

Pythagoralaiset ajattelivat, ettd koko maa-
ilma koostui luvuista, ja heille luvut olivat koko-
naislukuja. He uskoivat, ettd kokonaisluvut ja
niiden valiset suhteet (eli rationaaliluvut) maa-
rittivat kaiken. Tarinoiden mukaan irrationaali-
luvut eivat istuneet téhan maailmankuvaan.

Kerrotaan, ettd pythagoralainen nimelta
Hippasos teki kammottavan havainnon: jos ne-
lién sivun pituus oli 1, oli sen halkaisijan pituus
outo, hirviomainen luku, jota ei voinut esittaa
kahden kokonaisluvun suhteena. Koska tulos
olisi romuttanut pythagoralaisten késityksen lu-
kujen harmoniasta, jonka varaan koko maailma
rakentui, se paatettiin salata koulukuntaan vih-
kiytymattémilta. Hippasos ei kuitenkaan malt-
tanut pitaa keksintéaan omana tietonaan, vaan
meni paljastamaan salaisuuden ulkopuolisille.
Rangaistuksena hanet hukutettiin.

Tarina Hippasoksen surmaamisesta esi-
tetddn totena esimerkiksi Wikipediassa (ai-
nakin vield tata kirjoittaessani). Yksikasdn an-
tiikin lahde ei kuitenkaan nimed Hippasosta
yhteismitattomuuden 16yt&jaksi.
tuomiolegendastakin on useita keskendan ris-
tiriitaisia versioita. Tarina saatetaan esimerkiksi
littdd johonkin muuhun keksint66n kuin irra-

Kuoleman-

tionaalilukuihin tai sitten rangaistus on jotakin
muuta kuin hukuttaminen tai edes kuolema.
Antiikin Kreikan matematiikkaa tutkinut
ranskalainen Paul Tannery (1843-1904) piti
epauskottavana myoés sitd, ettd yhteismitatto-
muutta olisi ylipdadnsa yritetty salailla. Hanen
perustelunsa liittyvat
luonteeseen. On nimittain kaksi vaihtoehtoa: ne

matematiikkatieteen

yleiset matemaattiset periaatteet, joiden poh-
jalta yhteismitattomuus |6ydettiin, olivat joko
yksin pythagoralaisten tiedossa tai sitten ylei-
sesti tunnettuja. Ensimmadisessa tapauksessa
totuuden paljastuminen ei olisi ollut vaaraksi
pythagoralaisille, sillé ulkopuoliset eivat kuiten-
kaan olisi pystyneet ymmartamaan, mista oli
kyse - aivan kuten maallikko ei nykyaikanakaan
yleensd pysty ymmartamain matemaattisten
tulosten sisaltda tai merkitysta.

Toisessa tapauksessa puolestaan totuu-
den katkeminen ei olisi ollut edes mahdollista.
Matematiikalle on nimittain tyypillista, etta eri
henkilot paatyvat toisistaan riippumatta samoi-
hin lopputuloksiin. Jos matemaattinen kehitys
oli edennyt pisteeseen, jossa aika oli kypsa ir-
rationaalilukujen |8ytéamiselle, olisi joku pyt-
hagoralaisen koulukunnan ulkopuolelta joka
tapauksessa pian |6ytanyt ne. Salaisuuden pal-
jastaminen olisi korkeintaan nopeuttanut viis-
tamatonta prosessia.

Monissa matematiikan historiaa koskevis-
sa teksteissa - etenkin hieman vanhemmissa
- yhteismitattomuus kuvataan matematiikan
perusteita jarisyttaneena kriisina. Vaikka salai-
lu- ja hukutustarinat olisivat olleet pelkkaa se-
pitettd, 16ydos kuitenkin horjutti aiempia perus-
tavanlaatuisia kasityksia ja pakotti ndkemaan
matematiikan uudella tavalla. Tamékin tulkinta
on sittemmin kyseenalaistettu.



Sekd Platon ettd taman oppilas, filosofi Aris-
toteles (n. 384-322 eaa), olivat kiinnostuneita
matematiikasta ja kirjoittivat irrationaaliluvuis-
ta. Kumpikaan ei kuitenkaan mainitse niiden
yhteydessa mitdan kriisia. Pikemminkin Platon
ja Aristoteles tuntuvat esittavan yhteismitatto-
muuden vain merkittdvdana matemaattisena la-
pimurtona. Tuntuu oudolta, ettd nama filosofit
olisivat sivuuttaneet teksteissddn perustavan-
laatuisen matemaattisen kriisin, jos antiikin ma-
tematiikka olisi todella lapikaynyt sellaisen.

Vaikka yhteismitattomuus vaikeutti geo-
metrikoiden tyo6ta, kreikkalaiset matemaatikot
keksivat neuvokkaita tapoja ratkaista siihen liit-
tyvat ongelmat. Kenties irrationaaliluvut herat-
tivatkin kauhistusta vasta myohemmin, kun ne
tulivat laajemman yleison tietoisuuteen. Ehkapa
niissd koettiin olevan jotakin outoa ja hirvio-
maista, joka sai ihmiset viljelemaan kauhistut-
tavia vanhoja tarinoita.

Symbolisia ja kulttuurillisia merkityksia

Nykymatematiikan nékdkulmasta irrationaali-
luvuissa ei ole mitdadn kummallista, vaan niita
voidaan kasitella kuten mité tahansa muitakin
lukuja. Antiikin matemaatikkojen muotoilemat
yhteismitallisuuden ja yhteismitattomuuden ka-
sitteet eivat ole nykyndkokulmasta olennai-
sia. Lisaksi saksalais-venaldinen matemaatikko
Georg Cantor (1845-1918) todisti 1800-luvul-
la, ettd irrationaalilukuja on enemman kuin
rationaalilukuja. Molempia on &&retén maar3,
mutta Cantorin keskeinen oivallus oli siing, etta
on olemassa keskenaan eri kokoisia darettomia
joukkoja (Olen kirjoittanut aiheesta aikaisem-
min Rihvelissd 2/2017 otsikolla Adrettémdn dd-
relld@). Suurin osa reaaliluvuista (reaaliluvut ovat
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lukusuoran muodostavat luvut, eli kokonaisluvut
ja kaikki mahdolliset desimaaliluvut) on irratio-
naalilukuja. Kummajaisia ovatkin siis pikemmin-
kin rationaaliluvut kuin irrationaaliluvut.

Jo se, ettd irrationaalilukuja nimitetaan
irrationaalisiksi, kuitenkin kuvastaa sit3, kuinka
ne on koettu oudoiksi ja vaikeaksi kasitetta-
viksi, silld ne ovat kokemuksellemme vieraita.
Irrationaalilukua ei voi esittaa siistind murtolu-
kuna, ja silla on epédjaksollinen paattymaton de-
simaaliesitys. Rationaalilukuja on suhteellisen
helppo hahmottaa arkisten késitteiden kautta
- esimerkiksi sekamehua voi kuvailla sanomal-
la, etta siitd 1/3 on mehutiivistetta ja 2/3 vetta.
Irrationaaliluvuista ei ole yhta selkeita esimerk-
keja, ja jo niiden olemassaolon perusteleminen
vaatii matemaattisen argumentin, joka ei sovi
yleistajuiseen artikkeliin vaikka onkin ymmar-
rettavissa lukiotiedoilla.

Taiteessa irrationaalilukuihin onkin ladat-
tu symbolisia merkityksia. Esimerkiksi kirjalli-
suuden Nobelilla palkittu, paaasiassa naytel-
mistadn tunnettu irlantilaissyntyinen Samuel
Beckett (1906-1989) viittaa irrationaalilukuihin
romaanissaan Murphy. Mainitseepa han pytha-
goralaiset ja Hippasoksen hukuttamisenkin.

Murphyssa irrationaaliluvut symboloivat
ihmismielen salattuja, kasittamattomia ja alita-
juisia osia seka valitonta kokemusta, jota ei voi
kuvata kielellisesti. Sanallistamisen mahdotto-
muus rinnastuu yhteismitattomuuteen: siihen,
ettd jotakin suuretta ei voi ilmaista kayttaen
kokonaislukuja, jotka tavallaan muodostivat
kreikkalaisen matematiikan kielen. Itse asiassa
kreikkalaiset ovatkin kayttaneet irrationaalilu-
vuista sanaa arrhetos, se mita ei voi ilmaista.

My6s suomalaista teatteriohjaaja ja kir-
jailija Juha Hurmetta (s.1959) kiinnostavat



irrationaaliluvut. Ylen Kulttuuricocktailiin kir-
joittamassaan kolumnissa Hurme korostaa ky-
seenalaistamisen tarkeytta. Esimerkiksi hén
nostaa irrationaalilukujen keksimisen: itsestaan
selviksi hyvaksyttyja totuuksia on kyseenalais-
tettava, ja matematiikka auttaa siind. Tarina
pythagoralaisten kammottavasta salaisuudesta
ja Hippasoksen kohtalosta tuskin on totta. Se
voi kuitenkin silti valottaa sit, kuinka matema-
tiikka toisinaan pakottaa meidat muuttamaan
maailmankuvaamme ja hyvdksymé&an asioita,
joita olisimme ennen pitédneet mahdottomina.
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